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3.2  

Η ΕΝΝΟΙΑ ΤΗΣ  ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑΣ 

ΘΕΩΡΙΑ 

1. 
Σχετική συχνότητα ενδεχοµένου Α :  

Είναι  το πηλίκο  Af
κκκκ

====
νννν

  όπου   κ το πλήθος των πραγµατοποιήσεων του 

ενδεχόµενου Α   σε  ν  το πλήθος εκτελέσεις  του πειράµατος 
 

 

2. 
Ιδιότητες της  f  ,   λ  το πλήθος  απλών ενδεχοµένων :  

i)    0 ≤   fi  ≤   1  ,   i = 1, 2, 3 ,…, λ 

ii)    f 1 + f2 + f3 +…+ fλ = 1 

 

3. 
Νόµος µεγάλων αριθµών :  
Όταν το πλήθος των δοκιµών ενός πειράµατος τύχης   αυξάνει απεριόριστα, οι 
σχετικές συχνότητες των στοιχειωδών ενδεχοµένων σταθεροποιούνται γύρω από 
κάποιους αριθµούς , (όχι πάντοτε  ίδιους ) . 
 

 
4. 
Ισοπίθανα  απλά  ενδεχόµενα :  
Είναι τα στοιχειώδη ενδεχόµενα των οποίων  οι σχετικές συχνότητες τείνουν στον 
ίδιο αριθµό, όσο το πλήθος των δοκιµών αυξάνει απεριόριστα . 
 

 
5. 
Κλασικός ορισµός της πιθανότητας : 
Σε πείραµα τύχης µε  ισοπίθανα στοιχειώδη ενδεχόµενα  ορίζουµε σαν πιθανότητα  
του ενδεχοµένου Α και συµβολίζουµε µε  Ρ(Α) το πηλίκο  

               Ρ(Α) = 
ή  ευνοϊκών περιπτώσεων

πλήθος δυνατών περιπτώσεων 
πλ θοςπλ θοςπλ θοςπλ θος

=
 ( )
 ( )

Ν ΑΝ ΑΝ ΑΝ Α
Ν ΩΝ ΩΝ ΩΝ Ω
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6. 
Ιδιότητες 

•      Ρ(Ω) = 
( )
( )

Ν ΩΝ ΩΝ ΩΝ Ω
Ν ΩΝ ΩΝ ΩΝ Ω

 = 1 

•      Ρ(∅∅∅∅ ) = 
0
( )Ν ΩΝ ΩΝ ΩΝ Ω

 =  0 

•      0  ≤   Ρ(Α)  ≤   1           για οποιοδήποτε ενδεχόµενο Α  

 

7. 
Αξιωµατικός ορισµός πιθανότητας : 
Έστω   Ω = {ω1,  ω2,…, ων}   ένας δειγµατικός  χώρος µε  πεπερασµένο πλήθος 
στοιχείων.  
Πιθανότητα του στοιχειώδους ενδεχόµενου  ωi   ονοµάζουµε έναν αριθµό   p(ωi) 
που να έχει τις ιδιότητες  

•      0  ≤   p(ωi)  ≤   1  

•      p(ω1) + p(ω2) +  .  .  .  + p(ων) = 1     

•      Αν    Α = {α1,α2,…,ακ} ≠≠≠≠  ∅∅∅∅     τότε      Ρ(Α) = p(α1) + p(α2) +…+ p(ακ)   

                                                         και       Ρ(∅∅∅∅ ) = 0 

 

8. 
Απλός προσθετικός νόµος :  
Για οποιαδήποτε  ασυµβίβαστα ενδεχόµενα Α και Β  του ίδιου  δειγµατικού χώρου 
Ω   ισχύει :     Ρ(Α∪Β) = Ρ(Α) + Ρ(Β)  
 

9. 
Για αντίθετα ενδεχόµενα  ισχύει :     Ρ( Α΄ ) = 1−Ρ(Α) 

 

10. 
Προσθετικός νόµος:  
Αν  Α, Β ενδεχόµενα του ίδιου δειγµατικού χώρου Ω τότε  

             Ρ(Α∪Β) = Ρ(Α) + Ρ(Β) −  Ρ(Α∩Β)  

 

11. 
Αν Α⊆Β τότε ισχύει :     Ρ(Α) ≤  Ρ(Β) 
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12. 
Από διάγραµµα  Venn   ισχύουν 

•      Ρ(Α−Β) = Ρ(Α) −  Ρ(Α∩Β)  

         Α−Β = Α∩Β΄               άρα και ίσες πιθανότητες 

•      Ρ( (Α – Β) ∪ (Β – Α)) = Ρ(Α) – Ρ(Α∩Β)  +  Ρ(Β) – Ρ(Β∩Α)   

                                                   =  Ρ(Α) + Ρ(Β) – 2 Ρ(Α∩Β)   

•      (Α∪Β)΄ = Α΄∩Β΄       άρα και ίσες πιθανότητες 

•      (Α∩Β)΄ = Α΄∪Β΄        άρα και ίσες πιθανότητες 

 

13. 
Παρατήρηση   
Οι κανόνες   8,  9,  10,  11,  12   ισχύουν ανεξαρτήτως του αν τα στοιχειώδη 
ενδεχόµενα είναι ή δεν είναι ισοπίθανα . 
 

 

ΣΧΟΛΙΑ – ΜΕΘΟ∆ΟΙ  

1. 
Προσοχή 

Ο τύπος    Ρ(Α) = 
ή  ευνοϊκών περιπτώσεων

πλήθος δυνατών περιπτώσεων 
πλ θοςπλ θοςπλ θοςπλ θος

=
 ( )
 ( )

Ν ΑΝ ΑΝ ΑΝ Α
Ν ΩΝ ΩΝ ΩΝ Ω

 

χρησιµοποιείται  µόνο για  ισοπίθανα  στοιχειώδη ενδεχόµενα. 

 

2. 
Προσοχή 
Για  µη  ισοπίθανα στοιχειώδη ενδεχόµενα,  χρησιµοποιούµε τον αξιωµατικό ορισµό 
της πιθανότητας . 
 

3.     
Συµφωνία 
Αν   Ω  = {ω1,  ω2,…, ων}   είναι ο δειγµατικός  χώρος ενός πειράµατος  και 
χρησιµοποιούµε τη φράση  « παίρνουµε τυχαία ένα στοιχείο του Ω » εννοούµε  
ότι τα στοιχειώδη ενδεχόµενα είναι ισοπίθανα . 
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4. 
Για την απόδειξη ανισοτήτων 

Θυµόµαστε     0  ≤   Ρ(Α)  ≤   1    

                        Αν   Α⊆Β   τότε   Ρ(Α) ≤  Ρ(Β) 

                    Προσθετικός νόµος 
 
 
5.  
Μέθοδος 
Τα  ενδεχοµένα  τα  εκφράζουµε σαν σύνολα. 

 

6.  
Μέθοδος 
Τα ασυµβίβαστα ενδεχόµενα συνήθως αποδεικνύονται µε την  « εις άτοπο απαγωγή » 

 

7.  
∆εν ξεχνώ 
Η σχετική συχνότητα ενός ενδεχοµένου είναι ίση µε την πιθανότητα του . 

 

8.  
Τρεις µορφές του προσθετικού νόµου 

α)     Ρ(Α∪Β) = Ρ(Α) + Ρ(Β) – Ρ(Α ∩Β)    

β)     Ρ(Α∩Β) = Ρ(Α) + Ρ(Β) – Ρ(Α ∪Β) 

γ)     Ρ(Α∪Β) + Ρ(Α ∩Β) = Ρ(Α) + Ρ(Β)   
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

1. 
Αν Α και Β είναι ενδεχόµενα ενός δειγµατικού χώρου  Ω ,  να χαρακτηρίσετε µε  
Σ (σωστό )   ή   Λ (λάθος) τις παρακάτω προτάσεις : 

i)    Αν   Ρ(Α) = Ρ(Β),  τότε  Α = Β 

ii)    Αν   Ρ(Α) ≠≠≠≠  Ρ(Β) , τότε  Α ≠≠≠≠  Β 

iii)   Αν  Α = Β ,  τότε  Ρ(Α) = Ρ(Β)  

iν)   Αν  Α ≠≠≠≠  Β ,  τότε  Ρ(Α) ≠≠≠≠  Ρ(Β) 

ν)    Αν  Ρ(Α) + Ρ(Β) = 1,   τότε Β = Α΄  

Λύση 

Κατά σειρά είναι    Λ ,    Σ ,    Σ ,    Λ,    Λ 

 
 
2.  
Ρίχνουµε ένα ζάρι µία φορά και επιλέγουµε ένα ενδεχόµενο στην τύχη.  
Θεωρούµε τα ενδεχόµενα  
Α :  ένδειξη µικρότερη του 5 
Β :  ένδειξη άρτιος αριθµός  
Να βρεθούν οι πιθανότητες των ενδεχοµένων  
i)    Πραγµατοποιείται το Α 
ii)    Πραγµατοποιείται το Β 
iii)   Πραγµατοποιείται ένα τουλάχιστον από τα  Α,  Β  
iν)  Πραγµατοποιείται ένα µόνο από τα Α, Β  

Λύση  

Ο δειγµατικός χώρος του πειράµατος είναι  Ω = { 1  , 2  , 3  , 4  , 5  , 6}  µε   Ν(Ω) = 6 
Α = { 1  , 2  , 3  , 4 } ,     Β = { 2  , 4  , 6}   µε   Ν(Α) = 4   και   Ν(Β) = 3 

i)   και   ii)  
( ) 4 2( )      
( ) 6 3

Ν Α
Ρ Α = = =

Ν Ω
  ,            

( ) 3 1( )      
( ) 6 2

Ν Β
Ρ Β = = =

Ν Ω
  

iii)  
Αναζητάµε  την  ( )Ρ Α∪Β  

Είναι   Β∪Α  = { 1 ,  2  , 3  , 4  , 6}   µε   Ν( Β∪Α ) = 5 ,    άρα    
6

5
)( =Β∪ΑΡ   

iν)   
Αναζητάµε  την   Ρ(Α – Β) + Ρ(Β – Α)    

Είναι   ( ) ( ) {1  , 3 } {6} {1 , 3 , 6 }Α −Β ∪ Β − Α = ∪ =   µε   Ν[ ( ) ( )]Α −Β ∪ Β − Α  = 3 

Άρα   
3 1

Ρ[(Α Β) (Β Α)]
6 2

− ∪ − = = . 

 
 

Σχόλιο 3  

Σχόλιο 9γ  

Σχόλιο 9ζ  
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3. 
Ρίχνουµε ένα νόµισµα τρεις φορές την µία κατόπιν της άλλης και επιλέγουµε ένα 
αποτέλεσµα στην τύχη .    Να βρείτε το δειγµατικό χώρο του πειράµατος  και τις 
πιθανότητες των ενδεχοµένων  
Α :   Οι δύο πρώτες ρίψεις γράµµατα  
Β :    Ένα τουλάχιστον κεφάλι  
Γ :    Πρώτη ρίψη γράµµατα  ή  τρίτη ρίψη γράµµατα  
∆ :    Πρώτη ρίψη κεφάλι και δεύτερη ρίψη γράµµατα  
Ε :    Πραγµατοποιούνται ταυτόχρονα τα Β, Γ και ∆  
Λύση  

Σχεδιάζουµε το παρακάτω δεντροδιάγραµµα  όπου  Κ= κεφάλι ,   Γ= γράµµατα 

        
 
Ω = { ΚΚΚ,   ΚΓΚ,   ΚΓΓ,   ΚΚΓ,   ΓΚΚ,   ΓΚΓ,   ΓΓΚ,   ΓΓΓ }     µε Ν(Ω) = 8   

Α = { ΓΓΚ,  ΓΓΓ}                                                                               µε Ν(Α) = 2 

Β = { ΚΚΚ,  ΚΓΚ,  ΚΓΓ,  ΚΚΓ,  ΓΚΚ,  ΓΚΓ,  ΓΓΚ}                       µε Ν(Β) = 7 

Γ = { ΚΓΓ,  ΚΚΓ,  ΓΚΚ, ΓΚΓ,  ΓΓΚ,  ΓΓΓ }                                    µε Ν(Γ) = 6 

∆ = {ΚΓΚ,  ΚΓΓ  }                                                                             µε Ν(∆) = 2 

Ε = ∆∩Γ∩Β = {ΚΓΓ}                                                                     µε   Ν(Ε) = 1 

( ) 1
( )

( ) 4

Ν Α
Ρ Α = =

Ν Ω
                       

Ν(Β) 7
Ρ(Β)

Ν(Ω) 8
= =  

Ν(Γ) 6
Ρ(Γ)

Ν(Ω) 8
= =                         

Ν(∆) 1
Ρ(∆)

Ν(Ω) 4
= =                

( ) 1
Ρ(Ε)

( ) 8

Ν Ε
= =
Ν Ω
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4. 
Σ’ ένα εργοστάσιο παραγωγής ρουλεµάν , από µία βλάβη του υπολογιστή, 
παρουσιάστηκε αυξηµένος αριθµός ρουλεµάν µε όχι κανονικό µέγεθος . 
Τα ρουλεµάν µε µέγεθος µεγαλύτερο από το κανονικό ήταν διπλάσια από τα 
ρουλεµάν µε µέγεθος µικρότερο από το κανονικό.  
Τα ρουλεµάν µε µέγεθος κανονικό ήταν πενταπλάσια από τα ρουλεµάν µε µέγεθος 
µικρότερο από το κανονικό. 
Επιλέγουµε ένα ρουλεµάν στην τύχη . Να βρείτε τις πιθανότητες  
i)    Να έχει µέγεθος µικρότερο του κανονικού  
ii)    Να έχει µέγεθος µεγαλύτερο του κανονικού  
iii)   Να έχει κανονικό µέγεθος  

Λύση  

Έστω  µ1  το ενδεχόµενο  «να επιλέξουµε  ρουλεµάν  µικρότερο του κανονικού » 

           µ2  …………………………………………   µεγαλύτερο  ………….. 

           κ    …………………………………………   κανονικό   

i)  
Από υπόθεση έχουµε    Ν(µ2) = 2Ν(µ1)    και    Ν(κ) = 5Ν(µ1) .  

Αλλά    Ν(µ1) + Ν(κ) + Ν(µ2) = Ν(Ω)     ⇒      Ν(µ1) + 5Ν(µ1) + 2Ν(µ1) = Ν(Ω)   

                                                                          18 ( ) ( )Ν µ = Ν Ω      

                                                                          1( ) 1

( ) 8

Ν µ
=

Ν Ω
    ⇒     1

1
( )

8
Ρ µ =  

ii)   

Ρ(κ)  = 15 ( )( ) 5
    

( ) ( ) 8

Ν µΝ κ
= =

Ν Ω Ν Ω
 

iii)   

2 1
2

Ν(µ ) 2 ( ) 2 1
Ρ(µ )        

Ν(Ω) ( ) 8 4

Ν µ
= = = =

Ν Ω
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Σχόλιο  5  
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5. 
Έστω   Ω = {2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16}   ο δειγµατικός χώρος ενός πειράµατος τύχης 
µε ισοπίθανα απλά ενδεχόµενα και τα ενδεχόµενα  
Α = {α∈Ω   µε  α = πολλαπλάσιο του 4} 

Β = {  β∈Ω  µε  β ρίζα της εξίσωσης    
2(x 6x 8)(x 10)

0
x 2

− + −
=

−
} . 

Να βρείτε την πιθανότητα καθενός των ενδεχοµένων  
                 Ρ(Α) ,  Ρ(Β)  ,  ( )   ,   Ρ(Α Β)  ,   Ρ(Α Β)Ρ Α∪Β ∩ −  
Λύση  

Προφανώς   είναι    Α = { 4, 8, 12, 16}   

Βρίσκοντας τις ρίζες της εξίσωσης       
2(x 6x 8)(x 10)

0
x 2

− + −
=

−
    ⇔  

                                                               (x2−6x + 8)(x−10) = 0   και   x ≠ 2  
                                                               x = 4   ή   x = 10   
                                                               Οπότε   Β = { 10 , 4}     

Ρ(Α) =
( ) 4 1

( ) 8 2

Ν Α
= =

Ν Ω
  ,        

Ν(Β) 2 1
Ρ(Β)

Ν(Ω) 8 4
= = =  

=Β∪Α { 10 , 4 , 8 ,12 , 16}   µε     Ν( )Α∪Β = 5 ,   
Β∩Α  = {4}                            µε     Ν( Β∩Α ) = 1  

 Α−Β = {8 ,12 , 16}                µε     Ν(Α−Β) = 3 

Άρα    
N(A B) 5

( )
N( ) 8

∪
Ρ Α∪Β = =

Ω
   ,            

Ν(Α Β) 1
Ρ(Α Β) = 

Ν(Ω) 8

∩
∩ =    

                                     
Ν(Α ) 3

Ρ(Α Β) = 
( ) 8

− Β
− =

Ν Ω
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6. 
Ένα κουτί περιέχει  40 µπάλες  από τις οποίες  20  είναι άσπρες , 10  είναι µαύρες  
και οι υπόλοιπες πράσινες  και  κόκκινες .   Επιλέγουµε µία  µπάλα στην τύχη .  

Η πιθανότητα να είναι κόκκινη είναι  
3 4

λ
λ +

 ,  να είναι πράσινη είναι  
1

9 2

λ −
λ +

,   

λ∈ℕ .  Να βρείτε πόσες κόκκινες και πόσες πράσινες µπάλες έχει το κουτί . 

Λύση  

Θεωρούµε τα ενδεχόµενα  :  Α  «άσπρη»         µε   Ρ(Α) = 20
40

 

                                              Μ  «µαύρη»        µε   Ρ(Μ) = 10
40

 

                                              Π  «πράσινη» 

                                              Κ   «κόκκινη»     µε  Ρ(Π∪Κ) = 10
40

    

                                                                       (πράσινες και οι κόκκινες µαζί είναι 10) 
 
Επειδή τα ενδεχόµενα  Π,  Κ  είναι ασυµβίβαστα   ⇒     Ρ(Π∪Κ) = Ρ(Π) + Ρ(Κ) 

                                                                                           Ρ(Π) + Ρ(Κ) = 10
40

 = 1
4

   (1) 

Από τις υποθέσεις έχουµε    Ρ(Κ)  = 
3 4

λ
λ +

     και     Ρ(Π) = 
1

9 2

λ −
λ +

 

Η  (1)   ⇔     
1 1

  
3 4 9 2 4

λ λ −
+ =

λ + λ +
 

                       4λ(9λ + 2) + 4(λ – 1)(3λ + 4) = (3λ + 4) (9λ + 2) 

                       362λ + 8λ + 12 2λ +16λ – 12λ – 16 = 27 2λ  + 6λ + 36λ + 8  

                       212λ – 30λ – 24 = 0 

                       72λ  – 10λ – 8  = 0    ⇔     λ = 2 

Η   Ρ(Κ)  = 
3 4

λ
λ +

  ⇒      Ρ(Κ)  = 
2

3 2 4⋅ +
 =  

2

10
    (2) 

Αν  x  είναι το πλήθος των κόκκινων µπαλών,  τότε   Ρ(Κ) =  
x

40
   (3) 

Από τις  (2),  (3)    ⇒     
x

40
 =  

2

10
   ⇒     x = 8   οι κόκκινες ,  άρα  2  οι πράσινες 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

 

10 

7.  
Έστω  Ω = {x ,  y,  z ,  ω}  ο  δειγµατικός  χώρος ενός πειράµατος τύχης . 

i)    Αν  
1

(x)
2

Ρ = ,    
1

Ρ(ω)
4

= ,    
1

Ρ(z)
8

=  ,    να βρείτε την   Ρ(y) 

ii)    Αν  
2

( ) (z)
5

Ρ ω = Ρ =    και   Ρ(x) = 3Ρ(y),  να βρείτε τις   Ρ(x),    Ρ(y)  

iii)   Αν  Α={ z ,y}   µε   Ρ(Α) =
5

3
,     Β = { y , ω}   µε   Ρ(Β) = 

3

1
    

      και   Ρ(y) =
4

1
 ,  να βρείτε την   Ρ(x) . 

Λύση  

i)  

Είναι     Ρ(x) + Ρ(y) + Ρ(z) + Ρ(ω) = Ρ(Ω) = 1    ⇒     
1 1 1 1

(y) 1   
2 4 8 8

Ρ = − − − =  

ii)   

Ρ(x) + Ρ(y) + Ρ(z) + Ρ(ω) = 1   ⇒      
2 2

3 (y) (y) 1
5 5

Ρ + Ρ + + =        

                                                             4 (y)Ρ  =  1 – 4
5

 =  1
5

     ⇒     
1

(y)
20

Ρ =   

Η   Ρ(x) = 3Ρ(ψ)   ⇒      Ρ(x) = 
20

3
 

iii)   

Ρ(Α) = Ρ(z) + Ρ(y)    ⇒       
3 1

(z)
5 4
= Ρ +    ⇒     P(z) = 

7

20
  

Ρ(Β) = Ρ(y) + Ρ(ω)    ⇒       
1 1

( )
3 4
= + Ρ ω   ⇒    

1
( )

12
Ρ ω =      

Ρ(x) + Ρ(y) + Ρ(z) + Ρ(ω) = 1  ⇒     Ρ(x) + 
4

1
+ 

7

20
+ 

1

12
 = 1 

                                                          Ρ(x) + 15 21 5
60
+ +  = 1 

                                                          Ρ(x)  = 1 – 41
60

     ⇒     Ρ(x) =
60

19
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8. 
Τα δυνατά αποτελέσµατα   ω1 ,  ω2 ,  ω3   ενός πειράµατος τύχης πραγµατοποιούνται 

µε σχετικές συχνότητες  
1 2 3

  ,     ,   
α α α

 αντίστοιχα .   Να βρείτε το α ώστε οι  

συχνότητες αυτές να αντιπροσωπεύουν τις πιθανότητες των ενδεχοµένων  ω1,  ω2,  ω3 
Λύση  

Πρέπει      α > 0    και   
1 2 3

1+ + =
α α α

        

                                      1 + 2 + 3 = α  

                                      α = 6 

 
9. 
Έστω   Ω = {  0, 1, 2, 3 ,…., 50}   ο  δειγµατικός  χώρος ενός πειράµατος τύχης  και 

Ρ(κ) = κ2

1
  ,    κ = 1 , 2 , 3 , …, 50     οι πιθανότητες των αντίστοιχων στοιχειωδών  

ενδεχοµένων. 

i)   Να βρείτε την   Ρ(0). 

ii)   Αν Α = { 2 , 4 , …,50 },   να βρείτε την   Ρ(Α)  

Λύση  

i)  

Ρ(0) + Ρ(1) + Ρ(2) + Ρ(3) +…+ Ρ(50) = 1  ⇒    Ρ(0) + 1
2

1
...

2

1

2

1

2

1
5032
=++++    (1) 

Τα κλάσµατα είναι διαδοχικοί όροι γεωµετρικής προόδου  µε   1

1

2
α =    και  

1
λ

2
=  

Εποµένως    
2 3 50

1 1 1 1...
2 2 2 2
+ + + +   =  

50

50
1

50 50

1 1
1

2 2( 1) 1
S 1

11 21
2

   −  
 α λ −   = = = −

λ − −
  

(1)  ⇒    Ρ(0) +
50

11 1
2

− =     ⇒    
50

1(0)
2

Ρ =  

ii)  

Ρ(Α) = Ρ(2) + Ρ(4) +…+ Ρ(50)  =
5042 2

1
...

2

1

2

1
+++  .  

Πρόκειται για το  άθροισµα των  25  πρώτων όρων  γεωµετρικής προόδου µε 

1 2 2

1 1 1 1
    και λόγο    λ 

2 4 2 4
α = = = =    

25

25
1

25 25 25

1 1
1

4 4( 1) 1 1 1 1
S ( 1)

11 3 34 3 41
4

   −  
 α λ −   − = = = − = −

λ − ⋅−
 

 
 



 

 

12 

10.  
Είναι γνωστό ότι από 10000 σπόρους που φυτεύτηκαν θα φυτρώσει το  90%  . 
Από τα φυτά που θα φυτρώσουν µόνο το  90%  θα ζήσει και θα καρποφορήσει . 
Αν φυτέψουµε έναν σπόρο ποια είναι η πιθανότητα των ενδεχοµένων : 
Α: ο σπόρος να µην φυτρώσει  
Β: ο σπόρος να φυτρώσει αλλά να πεθάνει  
Γ: ο σπόρος να καρποφορήσει   
Λύση  

                                                               
Με βάση το παραπάνω σχέδιο είναι   

Ρ(Α) =
1000

10000
= 1

10
  ,            Ρ(Β) = 900 9

10000 100
=  ,               Ρ(Γ) = 8100 81

10000 100
=  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Σχόλιο 7 
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11. 
 Ένα δείγµα 50 οικογενειών ρωτήθηκε ως προς τον αριθµό των παιδιών τους . 
Τα αποτελέσµατα φαίνονται στον πίνακα  
 

Αρ. Παιδιών 0   1   2 3 4 5  ή  περισσότερα 

Αρ. οικογενειών 6 14 13 9 5 3 

 
Επιλέγουµε τυχαία µία οικογένεια.  Να βρείτε την πιθανότητα των ενδεχοµένων  
Α:  να µην έχει παιδιά  
Β:  να έχει παιδιά αλλά όχι περισσότερα από 3 
Γ: να έχει περισσότερα από 3 παιδιά  
∆: να µην έχει 3 ή 4 παιδιά  
Ε: να έχει λιγότερα από 2 ή περισσότερα από 4  
Λύση  

6( )
50

Ρ Α =                                                 Ρ(Β)  = 14 13 9
50
+ +  = 36

50
 

Ρ(Γ)  = 5 3
50
+  = 8

50
                                   Ρ(∆) = 6 14 13 3

50
+ + +  = 36

50
 

Ρ(Ε)  = 6 14 3
50

+ +  = 23
50
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12. 
Σ’ ένα κλουβί υπάρχουν  20  καναρίνια και 36 κοτσύφια . Τα τέσσερα πέµπτα των 
καναρινιών και τα  µισά  κοτσύφια κελαηδάνε .  
Εκλέγουµε ένα πουλί στην τύχη .   Να βρείτε την πιθανότητα των ενδεχοµένων :  
i)    Είναι καναρίνι  
ii)    Είναι κοτσύφι  και  κελαηδάει  
iii)   Το πουλί κελαηδάει  
iν)  Είναι καναρίνι ή κελαηδάει  

Λύση  

Θεωρούµε τα ενδεχόµενα    Α :  Το πουλί είναι καναρίνι  
                                              Β :  Το πουλί είναι κοτσύφι  
                                              Γ :  Το πουλί κελαηδάει  

i)   

Ρ (Α) = 
ϊ έ

έ

ευνο κ ς
δυνατ ς

  =  
56

20
 

ii)    

P (Β Γ∩ )  = 
ϊ έ

έ

ευνο κ ς
δυνατ ς

  =  18
56

    (τα κοτσύφια που κελαηδάνε είναι  1
2
⋅36 = 18) 

iii)  

 Ρ (Γ) = 
ϊ έ

έ

ευνο κ ς
δυνατ ς

  =  16 18
56
+   =  34

56
    (τα πουλιά που κελαηδάνε είναι   

                                                                          4
5
⋅20 + 1

2
⋅36 = 16 + 18 = 34 ) 

iν) 
Αναζητάµε την    Ρ( ) ( ) ( ) ( )Α∪Γ = Ρ Α +Ρ Γ −Ρ Α∩Γ       (1) 

P (Α Γ∩ ) = 
ϊ έ

έ

ευνο κ ς
δυνατ ς

  =  16
56

   (τα καναρίνια που κελαηδάνε είναι  4
5
⋅20 = 16) 

(1)  ⇒    Ρ( )  Α∪Γ =   
56

20
 + 34

56
 − 16

56
 =  38

56
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13. 
Ένα σχολείο έχει 24 εκπαιδευτικούς, από τους οποίους οι 8 είναι άνδρες µεταξύ των 
οποίων 3 είναι φιλόλογοι. Επίσης υπάρχουν 10 γυναίκες φιλόλογοι.  Επιλέγουµε έναν 
εκπαιδευτικό στην τύχη .  Να βρείτε τις πιθανότητες των ενδεχοµένων : 
i)     Είναι γυναίκα και όχι φιλόλογος  
ii)     Είναι άνδρας φιλόλογος  
iii)    Είναι άνδρας ή φιλόλογος 
iν)    ∆εν είναι φιλόλογος  

Λύση  
Από τα δεδοµένα προκύπτει ότι οι γυναίκες εκπαιδευτικοί είναι 16,  
εκ των οποίων οι 10 είναι φιλόλογοι , άρα οι  6 γυναίκες δεν είναι φιλόλογοι . 

Έστω  Α  το ενδεχόµενο να είναι άνδρας,  οπότε   Ρ(Α) =
24

8
   . 

Α΄ είναι το ενδεχόµενο να µην είναι άνδρας, δηλαδή είναι γυναίκα  µε  Ρ(Α΄) =
24

16
 

Έστω  Φ  το ενδεχόµενο να είναι φιλόλογος,  οπότε   Ρ(Φ) = 
24

13
 

i)  
Το ενδεχόµενο να είναι γυναίκα και όχι φιλόλογος, είναι το  ∩Α΄ Φ΄. 

Οπότε     Ρ( 6
΄ ΄)

24
Α ∩Φ =  

ii)   
Το ενδεχόµενο να είναι άντρας φιλόλογος, είναι το Φ∩Α . 

Οπότε  
24

3
)( =Φ∩ΑΡ  

iii)   
Το ενδεχόµενο να είναι άντρας ή φιλόλογος, είναι το Φ∪Α .  

Οπότε    
24

18

24

3

24

13

24

8
)()()()( =−+=Φ∩ΑΡ−ΦΡ+ΑΡ=Φ∪ΑΡ  

iν)  
Το ενδεχόµενο  να µην είναι φιλόλογος,  είναι το Φ΄. 

Οπότε    Ρ(Φ΄) =1−Ρ(Φ) = 1−
24

11

24

13
=  
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14. 
Σ’ ένα χωριό µε 48 οικογένειες ,  36 έχουν έγχρωµη τηλεόραση,  16  έχουν 
ασπρόµαυρη και   6  έχουν και έγχρωµη και ασπρόµαυρη .  
Αν επιλέξουµε µία οικογένεια στην τύχη ,να βρείτε την πιθανότητα του ενδεχοµένου  
i)    Να µην έχει ούτε έγχρωµη ούτε ασπρόµαυρη τηλεόραση. 
ii)    Να έχει µόνο ένα είδος τηλεόρασης. 
iii)   Να έχει ένα τουλάχιστον είδος τηλεόρασης. 

Λύση 
Έστω τα ενδεχόµενα     Ε = « Η οικογένεια έχει έγχρωµη τηλεόραση » 
                                      Μ = «Η οικογένεια έχει ασπρόµαυρη τηλεόραση ».  
Τότε  Ε∩Μ είναι το ενδεχόµενο  « η οικογένεια έχει και έγχρωµη και ασπρόµαυρη   
                                                         τηλεόραση » . 

Από υπόθεση έχουµε     Ρ(Ε) =
36

48
,     Ρ(Μ) =

16

48
     και  Ρ(Ε∩Μ) =

6

48
 

i)  
Το ζητούµενο ενδεχόµενο είναι το ( )́Ε∪Μ   
Ρ ( )́   1 ( )Ε∪Μ = −Ρ Ε∪Μ  

                   = 1 – [ ( ) ( ) ( )Ρ Ε + Ρ Μ −Ρ Ε∩Μ ] 

                   = 1
36

48
−

16

48
− + 

6

48
  =   

2

48
 

ii)   
Το ζητούµενο ενδεχόµενο είναι το )()( Ε−Μ∪Μ−Ε    

Ρ[(Ε−Μ)∪ (Μ−Ε)] = Ρ(Ε) + Ρ(Μ) −2Ρ(Ε∩Μ)  = 
48

40
 

iii)   
Το ζητούµενο ενδεχόµενο είναι το Ε Μ∪   

( )Ρ Ε∪Μ = 1 ( )́−Ρ Ε∪Μ =  1
2

48
− = 

46

48
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15. 
 Ο παρακάτω πίνακας αναφέρεται στους ασθενείς που πάσχουν από διαβήτη  
 

            
 
Επιλέγουµε έναν ασθενή στην τύχη και έστω τα ενδεχόµενα  
          Α:   Να έχει σοβαρή περίπτωση  
          Β:   Να είναι κάτω των 40 
          Γ:   Οι γονείς του να είναι διαβητικοί  
i)    Να βρείτε τις πιθανότητες:   Ρ(Α),  Ρ(Β),  Ρ(Γ),  )( Γ∩ΒΡ ,  )( Γ∩Β∩ΑΡ  
ii)    Να περιγράψετε λεκτικά τα ακόλουθα ενδεχόµενα και να βρείτε τις πιθανότητες  
      τους :       ΄ ΄Α ∩Β ,        Α΄ ΄∪Γ ,     Α΄ Β Γ΄∩ ∩  

Λύση  

i)  
Από τον πίνακα φαίνεται ότι οι ασθενείς που είναι σοβαρά είναι το 40% άρα 

 Ρ(Α) = 8 %  + 20 %  + 2 %  + 10%  =  40%  = 40
100

 

Ρ(Β) = 15 %  + 10%  + 8%  + 2%   =  35% = 35
100

 

Ρ(Γ) = 15%  + 15%  + 8%  + 20%  =  58%  =  58
100

 

Β∩ Γ   σηµαίνει κάτω των 40 µε διαβητικούς γονείς είναι το 23% άρα  

                 =Γ∩ΒΡ )(  15%  + 8%  = 23% = 23
100

 

Α∩  Β∩ Γ   σηµαίνει σοβαρή περίπτωση , κάτω των 40  γονείς  διαβητικοί .  

=Γ∩Β∩ΑΡ )( 8% =  8
100

 

ii)   
΄΄ Β∩Α   σηµαίνει  ελαφριά  περίπτωση , άνω των 40  . 

              =Β∩ΑΡ )( ΄΄  15% + 25%  = 35%  = 35
100

 

΄ ΄Α ∪Γ    σηµαίνει    ελαφριά περίπτωση ή  οι γονείς  δεν είναι διαβητικοί  .       

             ( ΄ ΄)Ρ Α ∪Γ =  15% + 15% + 10% + 20%  + 2% + 10%  =  72%  = 72
100

 

 
΄΄ Γ∩Β∩Α  σηµαίνει   ελαφριά περίπτωση ,  κάτω των 40 , γονείς όχι  διαβητικοί . 

=Γ∩Β∩ΑΡ )( ΄΄  10%  =  10
100
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16. 
Έστω  Α,  Β  ενδεχόµενα ενός δειγµατικού χώρου  Ω  έτσι ώστε   

       Ρ(Α−Β) =
1 1 1

 ,     Ρ(Α Β)      και    Ρ(Β΄ Α)
4 20 2

∩ = − =  

i)   Να βρείτε την  Ρ(Α)  

ii)   Να δείξτε  ότι  Ρ(Β) =
4

1
 

Λύση  
i)       

1
( )

4
Ρ Α −Β =      ⇔      

1
( ) ( )

4
Ρ Α − Ρ Α∩Β =    

                                       
1 1

( )   
20 4

Ρ Α − =              

                                       31 1( )   
4 20 10

Ρ Α = + =   

ii)    
1

( ΄ )
2

Ρ Β − Α =     ⇒      
1

( ΄ ) ( ΄ )
2

Ρ Β −Ρ Β ∩Α =       (1)     

Από  διάγραµµα  Venn  έχουµε    Β΄∩Α = Α – Β  

(1)    ⇒      
1

( ΄ ) ( B)
2

Ρ Β −Ρ Α− =         

                   
1 1

( ΄ )
4 2

Ρ Β − =     

                   
1 1

( ΄ )
2 4

Ρ Β = +  = 3
4

 ,   οπότε    Ρ(Β) = 1
4
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17. 
Έστω  Α,  Β  ενδεχόµενα ενός δειγµατικού χώρου  Ω  µε   Ρ(Α) = 0,7,    Ρ(Β) = 0,5   
και  Ρ( )Β∩Α  = 0,3 . 
 Να βρεθούν οι πιθανότητες των ενδεχόµενων  
i)     ∆εν πραγµατοποιείται το Α 
ii)     Πραγµατοποιείται ένα τουλάχιστον από τα Α, Β  
iii)    ∆εν πραγµατοποιούνται ταυτόχρονα τα Α και Β  
iν)   ∆εν πραγµατοποιείται κανένα από τα Α,  Β  
ν)    Πραγµατοποιείται µόνο το Α  
νi)   Ένα µόνο από τα Α, Β πραγµατοποιείται  
Λύση  
i)  
∆εν πραγµατοποιείται το Α,  σηµαίνει ότι πραγµατοποιείται το Α΄ .  
Ρ(Α΄ ) = 1−Ρ(Α) = 1−  0,7  =  0,3  
ii)   
Ένα τουλάχιστον από τα Α, Β πραγµατοποιείται, σηµαίνει ότι πραγµατοποιείται το 
ενδεχόµενο   Β∪Α . 

=Β∩ΑΡ−ΒΡ+ΑΡ=Β∪ΑΡ )()()()(  0,7 + 0,5−0,3 = 0,9 
iii)   
∆εν πραγµατοποιούνται ταυτόχρονα τα Α, Β σηµαίνει ότι πραγµατοποιείται το 
ενδεχόµενο    )́( Β∩Α   άρα  

7,03,01)(1)( =−=Β∩ΑΡ−=Β∩ΑΡ ΄  
iν)  
Κανένα από τα   Α , Β  δεν πραγµατοποιείται,  σηµαίνει ότι πραγµατοποιείται το 
ενδεχόµενο   ( )́Β∪Α   , άρα  
  =Β∪ΑΡ−=Β∪ΑΡ )(1)( ΄ 1−0,9 = 0,1 
ν)  
Πραγµατοποιείται µόνο το Α, σηµαίνει ότι  
πραγµατοποιείται το  Α αλλά όχι το  Β, 
δηλαδή  πραγµατοποιείται το  Α – Β .  
Ρ(Α – Β) = Ρ(Α) – Ρ(Α∩Β ) 
               = 0,7 – 0,3  
               = 0,4                                                            
νi)  
Ένα µόνο από τα Α,  Β πραγµατοποιείται, σηµαίνει ότι πραγµατοποιείται το Α και όχι 
το Β  ή  το Β και όχι το Α ,  δηλαδή πραγµατοποιείται το )()( Α−Β∪Β−Α .  
Επειδή όµως τα   ( ),    ( )Α−Β Β−Α   είναι  ασυµβίβαστα ,  θα είναι 

[( ) ( )]   ( ) ( )Ρ Α−Β ∪ Β−Α = Ρ Α−Β + Ρ Β−Α     (1) 
Όπως στο  (v) ,    βρίσκουµε   Ρ(Β – Α) = 0,2 
(1)  ⇒    [( ) ( )]Ρ Α−Β ∪ Β−Α  = 0,4 + 0,2 = 0,6 
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ΒΑ

Ω

Α – Β        Α∩Β     Β – Α 

18. 
Έστω  Α,  Β ενδεχόµενα ενός δειγµατικού χώρου µε   Ρ(Α) = 0,9 ,   Ρ(Β) = 0,8 και 

=Β∩ΑΡ )́( 0,3 .   Να βρείτε τις πιθανότητες των ενδεχοµένων  
i)     Πραγµατοποιείται ένα τουλάχιστον από τα Α, Β  
ii)     Πραγµατοποιείται µόνο το Β  
iii)    Πραγµατοποιείται ακριβώς ένα από τα Α, Β  
iν)    ∆εν πραγµατοποιείται κανένα από τα Α,  Β. 

Λύση  

Καταρχήν   =Β∩ΑΡ )́( 0,3    ⇒      1 ( )−Ρ Α∩Β  = 0,3 
                                                           ( )Ρ Α∩Β = 1 – 0,3 
                                                           ( )Ρ Α∩Β = 0,7 
i)  
Πραγµατοποιείται ένα τουλάχιστον από τα  Α, Β,  σηµαίνει ότι πραγµατοποιείται το 
ενδεχόµενο  Β∪Α .  
Οπότε   ( ) ( ) ( ) ( )Ρ Α∪Β = Ρ Α + Ρ Β − Ρ Α∩Β  
                              =0,9 0,8+ – 0,7 
                              =1 
ii)   
Πραγµατοποιείται µόνο το Β σηµαίνει ότι πραγµατοποιείται το Β−Α .  
Οπότε     Ρ(Β−Α) = Ρ(Β) −Ρ(Α )∩Β  
                              = 0,8−0,7  
                              = 0,1 
iii)   
Πραγµατοποιείται ακριβώς ένα από τα  Α, Β ,   
σηµαίνει ότι πραγµατοποιείται το )()( Α−Β∪Β−Α    
και επειδή τα  Α – Β,    Β – Α είναι ασυµβίβαστα ,  
θα έχουµε 
 

[( ) ( )]   ( ) ( )Ρ Α−Β ∪ Β−Α = Ρ Α−Β + Ρ Β−Α  
                                     =  Ρ(Α) – Ρ( )Β∩Α + Ρ(Β) −  Ρ( )Β∩Α  
                                     =  0,9  – 0,7 + 0,8 −  0,7  
                                     =  0,3 . 
iν)  
Κανένα από τα Α ,Β  δεν πραγµατοποιείται,  σηµαίνει ότι πραγµατοποιείται το 
ενδεχόµενο  ( )́Α∪Β . 
Οπότε   Ρ(Α Β)΄ 1 Ρ(Α Β)∪ = − ∪ = 1−1 = 0 
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19. 
Έστω  Α , Β ενδεχόµενα ενός δειγµατικού χώρου  Ω  µε  Ρ(Α∪Β) = 0,7  και   
Ρ(Α΄) = 0,6.  
Να  βρείτε  την  πιθανότητα  Ρ(Α΄ )Β∩ . 
Λύση 

Ρ(Α΄) = 0,6    ⇒     1 – Ρ(Α) = 0,6    ⇒     Ρ(Α) = 0,4  

Σε διάγραµµα  Venn  παρατηρούµε ότι   Α΄∩Β = Β – Α  

Άρα  Ρ(Α΄ )Β∩  =  Ρ(Β – Α)  

                           =  Ρ(Β)−  Ρ(Α )Β∩     (1) 

Ρ(Α∪Β) =  0,7   ⇒      Ρ(Α) + Ρ(Β)−Ρ(Α )Β∩  =  0,7         

                                     0,4 + Ρ(Β)−Ρ(Α )Β∩  =  0,7 

                                              Ρ(Β)−Ρ(Α )Β∩  = 0,3 

(1)   ⇒    Ρ(Α΄ )Β∩  =  0,3 

 
 
20. 
Αν  Ρ(Α )∩Β = 0,6 , να βρεθεί η πιθανότητα  Ρ(Α΄∪Β΄) 
Λύση  

Ρ(Α΄∪Β΄) = Ρ(Α΄) + Ρ(Β΄)−Ρ(Α΄ )́∩Β      (1)    (προσθετικός νόµος) 

Επειδή   Α – Β = Α∩Β΄ ,    ο τύπος    Ρ(Α – Β) = Ρ(Α) – Ρ(Α∩Β)   γίνεται 

                                                             Ρ(Α∩Β΄) = Ρ(Α) – Ρ(Α∩Β)    

                                                             Ρ(Α∩Β) = Ρ(Α) – Ρ(Α∩Β΄)   (2)    

Εφαρµόζουµε τη  (2)  για  Α΄,  Β΄ :     Ρ(Α΄∩Β΄) = Ρ(Α΄) – Ρ(Α΄∩Β)    

Οπότε,  η  (1)   ⇒     Ρ(Α΄∪Β΄) = Ρ(Α΄) + Ρ(Β΄) – [Ρ(Α΄) – Ρ(Α΄∩Β)] 

                                  Ρ(Α΄∪Β΄) = Ρ(Α΄) + Ρ(Β΄) – Ρ(Α΄) + Ρ(Α΄∩Β) 

                                  Ρ(Α΄∪Β΄) = Ρ(Β΄) + Ρ(Α΄∩Β)      (3)    

Αλλά   Β – Α = Β∩Α΄ = Α΄∩Β 

(1)   ⇒     Ρ(Α΄∪Β΄) = Ρ(Β΄) + Ρ(Β – Α) 

                 Ρ(Α΄∪Β΄) = Ρ(Β΄) + Ρ(Β) – Ρ(Β∩Α)    

                 Ρ(Α΄∪Β΄) = 1 – Ρ(Β∩Α) 

                 Ρ(Α΄∪Β΄) = 1 – 0,6  

                 Ρ(Α΄∪Β΄) =  0,4  
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21. 
Ένας µηχανικός επιθεωρεί, ως προς το µέγεθος  
και την συσκευασία, εξαρτήµατα που παράγει µια 
βιοµηχανία.   Ένα εξάρτηµα θεωρείται 
ελαττωµατικό λόγω µεγέθους  (πολύ µεγάλο ή πολύ 
µικρό),  ή λόγω κακής συσκευασίας (λάθος ετικέτα 
ή σωστή ετικέτα σε λάθος θέση) .  
∆ίνεται ότι ισχύει ο διπλανός πίνακας  
Ένα εξάρτηµα επιλέγεται στην τύχη . 
Να βρείτε την πιθανότητα καθενός των 
ενδεχοµένων : 
i)    Ελαττωµατικό λόγω µεγέθους  
ii)    Ελαττωµατικό λόγω ετικέτας  
iii)   Ελαττωµατικό λόγω µεγέθους ή λόγω ετικέτας  
iν)  Ελαττωµατικό λόγω µεγέθους και λόγω ετικέτας  

Λύση  

i) 
Έστω  Μ  το ενδεχόµενο  « ελαττωµατικό λόγω µεγέθους ».   
Τότε   Μ = Μ1 2∪Μ   και επειδή  Μ1, 2Μ   ασυµβίβαστα  θα έχουµε 
Ρ(Μ)  =  Ρ(Μ1 )2Μ∪   

          =  Ρ(Μ1) + Ρ(Μ2)   

          =  0,12 + 0,08 = 0,2 
ii)  
Έστω  Ε  το ενδεχόµενο  « ελαττωµατικό λόγω ετικέτας ».  
Τότε   Ε = Ε1 2∪Ε   και επειδή  Ε1, 2Ε   ασυµβίβαστα  θα έχουµε 
Ρ(Ε) =  Ρ( 1 2)Ε ∪Ε  

        = Ρ(Ε1) + Ρ(Ε2)   

        =  0,15 + 0,02  =  0,17 

iii)   
Έστω  Α  το ενδεχόµενο   « αποδεκτό » 
Το ενδεχόµενο  « ελαττωµατικό λόγω µεγέθους ή λόγω ετικέτας »  είναι το  Μ∪Ε 
Ταυτόχρονα όµως είναι το  « µη αποδεκτό »  ,  δηλαδή το  Α΄. 

Οπότε     =ΑΡ−=ΑΡ=Ε∪ΜΡ )(1)()( ΄ 1−0,72 = 0,28 

iν)  
Το ενδεχόµενο  « ελαττωµατικό λόγω µεγέθους και λόγω ετικέτας »  είναι το  Μ∩Ε. 
Οπότε    Ρ( ) ( ) ( ) ( )Μ∩Ε = Ρ Μ + Ρ Ε − Ρ Μ ∪Ε  

                               = 0,2 + 0,17−0,28  =  0,09 
 

 
 
 
 

Ενδεχόµενο  Πιθανότητα 
Πολύ µεγάλο 
       (Μ1) 

     0,12 

Πολύ µικρό  
       (Μ2) 

     0,08 

Λάθος ετικέτα 
       (Ε1) 

     0,15 

Σωστή ετικέτα 
σε λάθος θέση  
       (Ε2) 

     0,02 

  Αποδεκτό       0,72 

Σχόλιο 5   
 

Σχόλιο 9   
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22.  
Σε ένα σύνολο µαθητών το  20%  δε µαθαίνει Αγγλικά , το  60%  δε µαθαίνει 
Γαλλικά  και το  15%  δε µαθαίνει καµία από τις δύο γλώσσες , δηλαδή ούτε  
Αγγλικά ούτε  Γαλλικά .  Επιλέγουµε ένα µαθητή στην τύχη .  Να βρείτε τις 
πιθανότητες των ενδεχοµένων  
i)    Ο µαθητής µαθαίνει µία τουλάχιστον γλώσσα  
ii)    Ο µαθητής µαθαίνει και τις δύο γλώσσες  
iii)   Ο µαθητής µαθαίνει µόνο µία από τις δύο γλώσσες  
Λύση  
Έστω  Α  το ενδεχόµενο  «µαθαίνει Αγγλικά». 

Αφού   20%  δε µαθαίνει Αγγλικά   ⇒    Ρ(Α) = 80% 

Έστω  Γ  το ενδεχόµενο  «µαθαίνει Γαλλικά». 

Αφού   60%  δε µαθαίνει Γαλλικά  ⇒    Ρ(Γ) = 40% 

i) 

15%  δε µαθαίνει καµία από τις δύο γλώσσες    ⇒     85%  µαθαίνει µία τουλάχιστον 

                                                                                     Αυτό όµως είναι το  Α∪ Γ 

                                                                                     Άρα   Ρ(Α∪ Γ) = 85% 

ii) 

Το  ενδεχόµενο  «Ο µαθητής µαθαίνει και τις δύο γλώσσες»  είναι το   Α∩ Γ. 

Οπότε   Ρ(Α∩ Γ)  =  Ρ(Α) + Ρ(Γ) - Ρ(Α∪ Γ) 

                             =  80% + 40% – 85% 

                             =  35% 

iii)  

Το  ενδεχόµενο   «Ο µαθητής µαθαίνει µόνο µία από τις δύο γλώσσες»  είναι το 

(Α – Γ) ∪ (Γ – Α) . 

Επειδή  όµως τα    Α – Γ,   Γ – Α  είναι ασυµβίβαστα  (διάγραµµα Venn), θα έχουµε  

Ρ[(Α – Γ) ∪ (Γ – Α)] = Ρ(Α – Γ) + Ρ(Γ – Α) 

                                    = Ρ(Α) – Ρ(Α∩ Γ)  +  Ρ(Γ) – Ρ(Γ∩Α) 

                                    = 80% – 35% + 40% – 35% 

                                    = 50% 
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23. 
Έστω  Α, Β  δύο ενδεχόµενα του ίδιου δειγµατικού χώρου  Ω  µε  Ρ(Α) = 0,7 και  

Ρ(Β) = 0,8 . 

i)    Εξετάστε αν τα Α,  Β είναι ασυµβίβαστα  

ii)    ∆είξτε ότι    0,5  ≤   Ρ(Α∩Β)  ≤   0,7 

iii)   ∆είξτε ότι    Ρ( )΄  0,2Α∪Β ≤  
Λύση  
i)  
Έστω ότι τα   Α, Β είναι ασυµβίβαστα   τότε    =Β∩Α ∅   
                                                                            Ρ( )()() ΒΡ+ΑΡ=Β∪Α   
                                                                                            = 0,7 + 0,8  =  1,5  > 1 
                                                                                                      που είναι άτοπο  
ii)   
•     Για την ανισότητα   ( ) 0,7Ρ Α∩Β ≤   
       Είναι   Α∩Β ⊆  Α    ⇒     ( ) ( )Ρ Α∩Β ≤ Ρ Α    ⇒   ( )Ρ Α∩Β ≤  0,7 
•     Για την ανισότητα     ( ) 0,5Ρ Α∩Β ≥   
      Αρκεί να αποδείξουµε  ότι    ( ) ( ) ( ) 0,5Ρ Α + Ρ Β − Ρ Α∪Β ≥   
                                                    0,7 0,8 ( ) 0,5+ − Ρ Α∪Β ≥       
                                                    1)( ≤Β∪ΑΡ     που ισχύει 
iii)   

( )́ 0,2Ρ Α∪Β ≤      ⇔      1 ( ) 0,2− Ρ Α∪Β ≤    
                                          ( ) 0,8Ρ Α∪Β ≥         
                                          ( ) ( )Ρ Α∪Β ≥ Ρ Β    που ισχύει  αφού   )( Β∪Α⊆Β . 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Σχόλιο  6 
 

Σχόλιο  4 
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24.  
Έστω  Α , Β  δύο ενδεχόµενα του ίδιου δειγµατικού χώρου .   Αν  Ρ(Α΄ ) ≤  0,28   και  
Ρ(Β΄) ≤  0,71,  δείξτε ότι : 
i)    Ρ( )(01,1) Β∪ΑΡ−≥Β∩Α  
ii)    Το ενδεχόµενο Β∩Α  δεν είναι το κενό. 
Λύση  

Ρ(Α΄ ) ≤  0,28    ⇒    1 ( )−Ρ Α  ≤  0,28 

                                 1 – 0,28 ≤  Ρ(Α) 

                                 Ρ(Α) ≥  0,72          (1) 

Ρ(Β΄) ≤  0,71    ⇒     1 ( )−Ρ Β  ≤  0,71 

                                  1 – 0,71 ≤  Ρ(Β) 

                                  Ρ(Β) ≥  0,29         (2)   

i)  
Αρκεί να δειχθεί ότι   ( ) ( )Ρ Α∩Β +Ρ Α∪Β  ≥  1,01 
Αλλά ο προσθετικός νόµος γράφεται    ( ) ( )Ρ Α∩Β +Ρ Α∪Β = ( )Ρ Α + Ρ(Β) 
Οπότε,  αρκεί να δειχθεί ότι   ( )Ρ Α + Ρ(Β) ≥  1,01  που ισχύει,   

                                                αφού   ( )Ρ Α + Ρ(Β)   
(1 ),( 2 )

≥  0,72 + 0,29 = 1,01 
ii)  
 Έστω ότι είναι  =Β∩Α ∅∅∅∅    τότε   Ρ(Α 0) =Β∩   

                                                και    ( )Ρ Α∪Β = Ρ(Α) + Ρ(Β) 
(1 ),( 2 )

≥  0,72 + 0,29 = 1,01 
                                                                                                              που είναι άτοπο 

 
25.  
Αν  Α, Β  ενδεχόµενα ενός δειγµατικού  χώρου,  δείξτε ότι  

)(1)()()(2 Β∩ΑΡ+≤ΒΡ+ΑΡ≤Β∩ΑΡ . 
Λύση  

•       Για την ανισότητα   2 ( ) ( ) ( )Ρ Α∩Β ≤ Ρ Α + Ρ Β      

          Αρκεί                       2[ ( ) ( ) ( )Ρ Α + Ρ Β −Ρ Α∪Β ] ≤  ( ) ( )Ρ Α +Ρ Β  
             »                           2 ( ) 2 ( ) 2 ( )  ( ) ( )Ρ Α + Ρ Β − Ρ Α∪Β ≤ Ρ Α + Ρ Β    
             »                            ( ) ( )  2 ( )Ρ Α + Ρ Β ≤ Ρ Α∪Β  
 
         Επειδή     Α⊆  Α∪Β   ⇒     Ρ(Α) ≤  Ρ(Α∪Β)  
         Και          Β⊆  Α∪Β   ⇒     ( )   ( )   +Ρ Β ≤ Ρ Α∪Β  

                                                      ( ) ( )  2 ( )Ρ Α + Ρ Β ≤ Ρ Α∪Β  
 

•       Για την ανισότητα        ( ) ( )   1 ( )Ρ Α + Ρ Β ≤ + Ρ Α∩Β               
          Αρκεί                          ( ) ( ) ( )   1Ρ Α + Ρ Β −Ρ Α∩Β ≤  
          Αρκεί                           Ρ(Α∪Β) ≤  1   που ισχύει 

 

Σχόλιο 4 
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26. 
 Έστω  Α  ένα ενδεχόµενο δειγµατικού χώρου  Ω  µε  Α≠Ω  και  Α≠ ∅   και η 

συνάρτηση   3 21 ( ) ( )
f (x) x x x 2010

6 4 8

Ρ Α Ρ Α
= − + + . 

Να εξετάσετε την  f ως προς την µονοτονία και τα ακρότατα  . 
Λύση  

Έχουµε  Αf  = R   µε   f ́ (x) = 21 ( ) ( )
x x

2 2 8

Ρ Α Ρ Α
− +  . 

Η διακρίνουσα του τριωνύµου  f ΄   είναι   ∆ = 
4

]1)()[( −ΑΡΑΡ
 .  

Γνωρίζουµε ότι   0 ≤  Ρ(Α) ≤  1 και επειδή το  Α≠Ω   και  Α≠ ∅   θα είναι  

0 < Ρ(Α) < 1,    άρα ∆ < 0  ,  οπότε το τριώνυµο  f ΄ είναι οµόσηµο του  α =  1
2

 > 0 

Άρα  η  f  είναι γν. αύξουσα  στο  ℝ ,   χωρίς ακρότατα 
 
 
 
27. 
Έστω  Ω  ένας δειγµατικός χώρος µε  20  ισοπίθανα απλά ενδεχόµενα και  Α≠ ∅   
ένα ενδεχόµενο αυτού .  Έστω ακόµα η συνάρτηση   f(x) = 2x2−2Ρ(Α)x  
i)    Να εξετάσετε την  f  ως προς την µονοτονία και τα ακρότατα  

ii)    Αν το ακρότατο της f είναι ίσο µε  
8

1
−   να βρείτε την  Ρ(Α)  και το πλήθος των  

στοιχείων του  Α . 

Λύση  

i)  
Είναι  Αf =ℝ   µε   f ́ (x) = 4x−2Ρ(Α)  
 
Πρόσηµο της  f ΄ και  µονοτονία της f :    
              
 

Η  f  παρουσιάζει ελάχιστο στο  0x  = 
2

)(ΑΡ
  ,   

minf  =  f 
( )

2

Ρ Α 
 
 

 = 2
2

( )

2

Ρ Α 
 
 

– 2Ρ(Α)
( )

2

Ρ Α 
 
 

  

                              =  1
2
( )2P(A)  – ( )2P(A)  = –1

2
( )2P(A)  

ii)   

– 1
2
( )2P(A)  =   

8

1
−     ⇔   ( )2P(A)  =  1

4
    ⇔    Ρ(Α) = 1

2
  αφού  Ρ(Α) > 0 

 

Ρ(Α) = 1
2

   ⇒     
( )

( )

Ν Α
Ν Ω

 = 1
2

     ⇒     
( )

20

Ν Α
 = 1

2
     ⇒    Ν(Α) =10 

 
 

x − ∞              Ρ(Α)/2           +∞  
f΄             −         0         + 
f  
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28. 
 Έστω  ο  δειγµατικός  χώρος   Ω = { 0 , 1  , 2  , 3 }   και  το  ενδεχόµενο   

Α = { κ∈Ω  ώστε   
2x 5

lim f (x)
3→

κ
=
κ +

}  ,   όπου  
x 1 2

f (x)
x 5

− −
=

−
  

Αν   Ρ(0) = )1(
5

6
Ρ  = 2Ρ(3))2(

2

3
=Ρ  ,   να βρείτε : 

i)    Τις πιθανότητες των απλών ενδεχοµένων του Ω  
ii)    Το πεδίο ορισµού της  f  και το όριο  

x 5
lim f (x)
→

 

iii)    Να βρείτε την πιθανότητα   Ρ(Α)  

Λύση  

i)  

Ρ(0) = )1(
5

6
Ρ  = 2Ρ(3))2(

2

3
=Ρ  ⇒    Ρ(1) = 5

6
Ρ(0) ,    Ρ(2) = 2

3
Ρ(0) ,   Ρ(3) = 1

2
Ρ(0) ,      

Αλλά    Ρ(0) + Ρ(1) + Ρ(2) + Ρ(3) = 1   ⇒   1)0(
2

1
)0(

3

2
)0(

6

5
)0( =Ρ+Ρ+Ρ+Ρ   

                                                                      Ρ(0) ( )5 2 11
6 3 2

+ + +  = 1 

                                                                      Ρ(0) 6 5 4 3
6

+ + +  = 1 

                                                                      18 Ρ(0) = 6     ⇒     Ρ(0) =  1
3

 

Οπότε   5 2 1(1)      ,   Ρ(2)     και    Ρ(3)
18 9 6

Ρ = = =  

ii)   
Για να ορίζεται η  f  πρέπει      x−1 ≥  0  και  x−5≠ 0    ⇔   x ≥  1  και  x≠ 5  
άρα   Αf  = [1, 5) (5,  )∪ +∞   

x 5 x 5

x 1 2 0
lim f (x) lim

x 5 0→ →

− −  = =  −  
  =  

x 5

( x 1 2)( x 1 2)
lim

(x 5)( x 1 2)→

− − − +

− − +
 

                                                     = 
x 5

x 5
lim

(x 5)( x 1 2)→

−

− − +
.   

                                                     = 
x 5

1
lim

x 1 2→ − +
 =   

1

5 1 2− +
  =  1

4
 

iii)   

2x 5
lim f (x)

3→

κ
=
κ +

   ⇔   
2

1

43

κ
=

κ +
   ⇔   2 4 3 0κ − κ + =    ⇔      κ =1   ή   κ = 3 

Άρα    Α = { 1 , 3}    και     Ρ(Α) = Ρ(1) + Ρ(3) =
9

4

6

1

18

5
=+  
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29. 
Έστω Α και Β δύο ενδεχόµενα ενός δειγµατικού χώρου Ω έτσι ώστε να ισχύουν  

α)   Η πιθανότητα να πραγµατοποιηθεί το ένα τουλάχιστον από τα Α, Β  είναι 
8

7
 

β)   Οι πιθανότητες Ρ(Α),   Ρ )( Β∩Α  δεν είναι ίσες και ανήκουν στο σύνολο  

Χ = { }51,    ,    
2 4

κ ,    όπου  
2x 5

3x 15
lim

x 6x 5→

−
κ =

− +
 

i)    Να βρείτε το κ  

ii)    Να βρεθούν οι   Ρ(Α),  (A )Ρ ∩Β  και να αιτιολογήσετε την απάντηση σας .  

iii)   Να βρεθούν οι πιθανότητες   α)  Να πραγµατοποιηθεί το ενδεχόµενο Β  

                                                      β)  Να πραγµατοποιηθεί µόνο το ενδεχόµενο Α  
Λύση 
i)  

Είναι   
2x 5

3x 15
lim

x 6x 5→

−
κ =

− +
= 

x 5

3(x 5)
lim

(x 1)(x 5)→

−
− −

 = 
x 5

3
lim

x 1→ −
 = 

3

4
 

ii)   

Είναι    Χ = { }3 51,    ,    
4 2 4

 

Επειδή   
5

4
> 1 , δε µπορεί να εκφράζει πιθανότητα . 

Επειδή   Α∩Β ⊆Α ,   θα είναι  (A )Ρ ∩Β ≤  Ρ(Α)  και επειδή    (A )Ρ ∩Β ≠  Ρ(Α)  

θα είναι   (A )Ρ ∩Β = 
1

2
   και   Ρ(Α) = 

3

4
 

iii) 

α)    Ρ(Α∪Β) = Ρ(Α) + Ρ(Β)− (A )Ρ ∩Β    ⇔    
8

7
 = 

3

4
 + Ρ(Β)−

1

2
    ⇔   Ρ(Β) =

5

8
 

β)    Ρ(Α−Β) = Ρ(Α)− (A )Ρ ∩Β = 
3

4
− 1

2
 = 

1

4
 . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Τύποι θεωρίας  
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30. 
 Έστω   Ω = { 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 }   ο  δειγµατικός χώρος ενός πειράµατος τύχης µε 
ισοπίθανα απλά ενδεχόµενα .    Θεωρούµε την συνάρτηση  
                f(x) = x3−3x2 + (α +1)x + α2−α−3    ,  όπου  α∈Ω 
Να βρείτε την πιθανότητα του ενδεχοµένου   Α = « η εφαπτοµένη της  fC  στο σηµείο 
της  Κ(1, f(1))  να διέρχεται από την αρχή των αξόνων» 

Λύση 

f(1)  =  13−3⋅12 + (α +1)1 + α2−α−3   

        =  1 – 3 + α + 1 + α2−α−3   

        =  α2 – 4  

f ΄(x) = 3x2−6x + α + 1     ⇒      f ́ (1)  = 3⋅12−6⋅1 + α + 1   

                                                              =  3 – 6 + α + 1 

                                                              =  α – 2         

Η η εφαπτοµένη στο  Κ(1,  f(1))  έχει εξίσωση :     y− f(1) = f ΄(1)(x−1)  

                                                                                  y – (α
2 – 4) = (α – 2)(x – 1) 

                                                                                  y – α
2 + 4 = (α – 2)x – α + 2 

                                                                                  y  = (α – 2)x + α2 – α – 2 
 
Η εφαπτοµένη διέρχεται από το   Ο(0, 0)   ⇔     0  = (α – 2) ⋅0 + α2 – α – 2 

                                                                              α2 – α – 2 = 0 

                                                                              α = 2   αφού  α∈Ω 

Άρα   Α ={2}  ,    Ν(Α) = 1    και   Ρ(Α) = 
( ) 1

( ) 6

Ν Α
=

Ν Ω
 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

 

30 

31. 
Ρίχνουµε ένα ζάρι και έστω  Ω   ο δειγµατικός χώρος του πειράµατος . 
Επιλέγουµε ένα στοιχείο του Ω στην τύχη.   Να βρείτε τις πιθανότητες  
των ενδεχόµενων :  

Α = {α∈Ω , ώστε  x  = –2},  όπου  x   η µέση τιµή των παρατηρήσεων   
                         α3,     5–2α2,    7–2α2 ,    –12 ,    –7α 

Β = {β∈Ω  ώστε η διάµεσος των παρατηρήσεων  4 , β , 0 , 6 , 3 , 4  να είναι  3,5} 

Γ = {γ∈Ω   ώστε η εξίσωση   x2 + 4x + γ = 0   να είναι αδύνατη στο R } 

∆ = {δ∈Ω  ώστε η συνάρτηση   f  να έχει  ελάχιστο στο  ox  = 2} , 

       όπου  f(x) = x2 + (δ2 – 5δ)x + 10    
Λύση  

Είναι    Ω ={ 1, 2 , 3 , 4 , 5 , 6 }   µε   Ν(Ω) = 6  
i)  

x  = –2      ⇔     
3 2 25 2 7 2 12 7

2
5

α + − α + − α − − α
= −   

                           α3 – 4 α2 – 7α  = –10 

                           α3 – 4 α2 – 7α + 10 = 0    Προφανής ρίζα   α = 1 

                           Σχήµα  Horner  και δευτεροβάθµια :   α = –2   ή   α = 5 

                           ∆εκτές  οι  α =1 και α = 5 ,  αφού  α∈Ω 

 Άρα  Α = {1,  5}    και    
3

1

6

2

)(

)(
)( ==

ΩΝ
ΑΝ

=ΑΡ  

ii )  
Τοποθετούµε τις γνωστές παρατηρήσεις σε αύξουσα σειρά     0 ,  3 ,  4 ,  4 ,  6    

Αφού  β∈Ω ,  για να είναι η διάµεσος  3,5 ,  θα πρέπει το  β  να είναι    1  ή  2   ή  3  .  

Άρα  Β = { 1 , 2  , 3}     και     Ρ(Β) =
2

1

6

3

)(

)(
==

ΩΝ
ΒΝ

 

iii)   
Η εξίσωση   x2 + 4x + γ = 0    αδύνατη στο R    ⇔     ∆ < 0  
                                                                                     16 −  4γ < 0     
                                                                                     γ > 4  

Άρα   Γ = { 5  , 6 }   και     Ρ(Γ) =
( ) 2

( ) 6

Ν Γ
=

Ν Ω
 = 

3

1
 

iν)  

Ελάχιστο στο  ox  = 2    ⇔     –
2

β
α

 = 2          ⇔     – 
2 5

2
δ − δ  = 2      ⇔  

                                                 – 2δ + 5δ = 4     ⇔     2δ – 5δ + 4 = 0    ⇔     

                                                                                     δ = 1   ή    δ = 4 

Άρα   ∆ = {1,  4}   και     
( ) 2

( )
( ) 6

Ν ∆
Ρ ∆ = =

Ν Ω
 = 

3

1
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32. 
Έστω   Α,   Β  ενδεχόµενα ενός δειγµατικού χώρου  Ω  µε   

                           Ρ(Α) + Ρ(Β) ≠≠≠≠  2Ρ(Α∩Β). 

Έστω και  η συνάρτηση   f(x) = ( ) ( )
3 3

x P A B x P A B− ∪ − − ∩        , x∈ℝ  

i)    ∆είξτε ότι   )()( Β∪ΑΡ≠Β∩ΑΡ  

ii)    ∆είξτε ότι η  f  παρουσιάζει µέγιστο στο σηµείο  x = 
2

)()( ΒΡ+ΑΡ
 

iii)   Αν τα  Α,  Β είναι ασυµβίβαστα δείξτε ότι  f ( ) =ΑΡ )( f ( ))(ΒΡ . 

Λύση 

i)  
2 ( ) P(A) P(B)Ρ Α∩Β ≠ +    ⇒      ( ) P(A) P(B) ( )Ρ Α∩Β ≠ + −Ρ Α∩Β  
                                                       ( ) ( )Ρ Α∩Β ≠ Ρ Α∪Β  
ii)   

f ΄(x) = ( ) ( )
2 2

3 x P A B 3 x P A B− ∪ − − ∩        

Μηδενισµός της   f ́  :     f ́ (x) = 0     ⇔            

( ) ( )
2 2

3 x P A B 3 x P A B− ∪ − − ∩       =  0 

( ) ( )x ( ) x ( ) x ( ) x ( ) 0− Ρ Α∪Β + − Ρ Α∩Β − Ρ Α∪Β − + Ρ Α∩Β =                 

( ) ( )x ( ) (B) ( ) x ( ) ( ) ( ) 0− Ρ Α − Ρ + Ρ Α∩Β + − Ρ Α∩Β Ρ Α∩Β − Ρ Α∪Β =   

( )( )2x ( ) ( ) ( ) ( ) 0− Ρ Α − Ρ Β Ρ Α∩Β − Ρ Α∪Β =      

 x = 
2

)()( ΒΡ+ΑΡ
       αφού από το  (i)  είναι  ( ) ( )Ρ Α∩Β ≠ Ρ Α∪Β . 

 Πρόσηµο της  f ΄  :    f ́ (x) > 0   ⇔     
                                  …………………………….. 
                                 …………………………… 
                                ( )( )2x ( ) ( ) ( ) ( ) 0−Ρ Α −Ρ Β Ρ Α∩Β −Ρ Α∪Β >       (1) 
 Επειδή )()( Β∪Α⊆Β∩Α     ⇒         Ρ( )() Β∪ΑΡ<Β∩Α  
                                                              0)()( <Β∪ΑΡ−Β∩ΑΡ  

Οπότε,  η  (1)    ⇔     2x – Ρ(A) – P(B) < 0     ⇔     x < 
2

)()( ΒΡ+ΑΡ
 

                      Πρόσηµο της  f ΄ και  µονοτονία της f   
x 

− ∞                 
2

)()( ΒΡ+ΑΡ
                  +∞                   

f ΄                +                0                 −  
f  

 

                     η f παρουσιάζει µέγιστο στο   x =
2

)()( ΒΡ+ΑΡ
 

iii)   
f ( ) ( ) ( )33 )()()()()( Β∩ΑΡ−ΑΡ−Β∪ΑΡ−ΑΡ=ΑΡ     
             = [Ρ(Α)−Ρ(Α) −Ρ(Β) + Ρ(Α∩Β)]3− [Ρ(Α)]3  
             = [−Ρ(Β)]3 − [Ρ(Α)]3   
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             =− (Ρ(Β))3− (Ρ(Α))3     
αφού 0)( =Β∩ΑΡ  δεδοµένου ότι τα  Α και Β είναι ασυµβίβαστα 
Οµοίως προκύπτει ότι    f(Ρ(Β))=−  (Ρ(Α))3− (Ρ(Β))3    
 

 


